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� � 摘 � 要: � 连续型批处理机调度问题是一种新型的批调度问题,它是从钢铁工业加热炉对管坯的加热过程中提炼

出来的.批的加工时间取决于该批的大小、批中工件的最大加工时间及机器的容量. 本文研究了目标函数是极小化总

完工时间问题,对最优解的性质进行了理论分析, 提出了最优的分批策略及批间序的确定方法, 给出了一个多项式可

解的动态规划算法.
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Abstract: � This paper addresses a problem of continuous batch scheduling arising in the heating�process of blooms in steel in�

dustry . Each heating furnace is modeled as continuous batch processing machine, which can handle more than one job simultaneous�
ly. The processing time of a batch depends on its size, the longest processing time of jobs in the batch and the capacity of the batch�

ing machine. In this paper we consider the problem for minimizing total completion time. The theoretic analysis of optimal solution

properties are given, and the optimal po licy of batching and the method of sequencing the batches are provided. A dynamic program�

ming algorithm with a polynomial running time is represented based on the properties of batching and scheduling.
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1 � 引言

� � 连续型批处理机调度问题简称为连续型批调度问
题( Continuous batch scheduling problems) [ 1]的主要特征为

批中工件的进入、加工和离开都按周期连续进行,批处理

机在同一时刻可同时加工多个工件,其最大数称为批处

理机的容量;同一批工件中每个工件的加工时间均等于

该批中工件加工时间的最大者;批的大小为这批工件的

个数,而批的加工时间取决于批中工件的加工时间、批的

大小及机器的容量.为了减少在制品库存量,本文研究这

种新模型的极小化总完工时间问题.具体描述如下:

设有 n 个工件Tj ( j = 1, 2, �, n)在一台批处理机上

加工,加工时间为 p j> 0( j = 1, 2, �, n) .这些工件可以

任意分成若干个批,记为 B1, B2 , �, Bm .批 Bk 的大小为

| Bk | ;同一批 Bk 中工件的加工时间都等于该批中所有

工件加工时间的最大者,称其为该批的基本加工时间,

记为 p ( k) ,即 p ( k) = max
T

j
 B

k

{ p j } ;批 Bk 的加工时间为批中第

一个工件开始加工到最后一个工件加工完所用的时间,

记为 p ( k) ; 批处理机的容量为 C.极小化总完工时间问

题用三参数表示法记为 1| c�batch, C| ! Cj;其中 Cj 表示

第 j 个工件的完工时间.

连续型批调度问题的背景是钢铁业中的加热炉对

管坯的加热处理[ 1] .对管坯的加热需要对其进行分批及

安排各批间的加工顺序. 同一批中管坯的加热时间相

同,也就是该批中加热时间最长的管坯的加热时间.当

这批中所有管坯都被加热完后,表示这一批管坯加工结

束.批的加工时间为从该批中的第一个工件进入机器,

到最后一个工件从机器中离开所用的时间,批的大小为

这批管坯的个数.然后根据新批中管坯的信息,加工新

一批管坯.
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� � 钢铁企业生产的主要特征是以批方式进行生产,

其调度主要分为批处理机调度和成组批调度[ 2] . 连续

型批调度问题是首次由文献[ 1 ]提出来的新型批调度

问题,文献[ 1]研究了机器的利用率, 即极小化最大完

工时间问题. 连续型批调度问题与传统批调度问题不

同,传统批调度问题一般都是批进批出, 主要分为三

类[ 3] :第一类是并型工件同时加工的调度问题 ( Parallel

batching problems) [ 4~ 6] , 每批的加工时间是这批工件中

所有工件加工时间的最大者.第二类是串型工件同时

加工调度问题( Serial batching problems) [ 7, 8] ,每批的加工

时间是这批工件中所有工件加工时间之和. 最后一类

的批加工时间是常数[ 9] ,与批中工件无关. 文献 [ 3, 10]

是关于传统批调度问题的综述. 而连续型批调度问题

是连续进连续出的;同一批中的工件都有各自的开始

加工时间和完工时间; 批的加工时间也与传统批调度

问题的不同. 故研究传统批调度问题的方法不适合用

于连续型批调度问题.

2 � 批间序的性质

� � 问题 1| c�batch, C | ! Cj 包含两部分内容,即如何分

批及批间的排序问题.

由文献[1]可知,批 Bk 的加工时间为:

p
( k)

= p ( k) 1+
| B k| - 1

C
, k= 1, 2, �, m ( 1)

则 B k 在 t 时刻开始加工时, B k 中第 l 个工件的完工时

间为:

t+ p ( k ) 1+
l- 1

C
, � 1 ∀ l ∀ | Bk | ( 2)

Bk 在 t 时刻开始加工时, B k 中工件的完工时间和为:

� � !
T

j
 B

k

Cj= | Bk | t+
( | Bk | + 2C- 1)

2C
| B k| p ( k) ( 3)

下面考虑批间的排序问题.

定义 � 若调度中的任意两批 P 和 Q ,批 P 在批 Q

前加工,意味着对任意的工件 Ti , T j ,其中 T i  P, T j  

Q ,都有 p i< p j ,则称此调度为严格批 SPT序的.

引理 1 � 对于给定的 n 个工件的一个分批 B1, �,

BS ,问题 1| c�batch, C | ! Cj 在这种分批下的最优调度

可以由 BSPT 序得到,即
p ( k

1
)

| B k
1
|

∀
p ( k

2
)

| Bk
2
|

∀ �∀
p ( k

s
)

| Bk
s
|

,其中

Bk
j
为这种分批下最优调度的第 j 批, p ( k

j
) = p ( k

j
)

1+
| Bk

j
| - 1

C
, j = 1, 2, �, s.

证明 � 用反证法.假设最优调度 �不符合引理结

论,则至少存在两个相邻批 Bl 与 Bk ( Bl 排在Bk 前) ,使

得 p ( l) / | Bl | > p ( k ) / | Bk | .设 B l 开始加工时间为 t. 将�

做变动如下:对调 Bl 与B k 的位置,保持其余批位置不

变,得到另一个调度 �#.显然 �与�#总完工时间的差别

仅在于批 Bl 与Bk 的总完工时间不同.

由式( 3)得:

!
Tj  Bl ∃ Bk

Cj �
= | Bl | t+

( | Bl | + 2C- 1)

2C
| B l| p ( l)

� � + | Bk | ( t+ p ( l) )+
( | B k| + 2C- 1)

2C
| Bk | p ( k) ,

!
Tj  Bl ∃ Bk

Cj �#
= | Bk | t+

( | Bk | + 2C- 1)

2C
| B k| p ( k)

� � + | Bl | ( t+ p ( k) )+
( | B l| + 2C- 1)

2C
| Bl | p ( l) .

从而两种调度下总完工时间的差为:

! Cj �
- ! Cj �#

= !
Tj  B l ∃ B k

Cj �
- !

Tj  B l ∃ B k

Cj �#

= | Bk | | Bl |
p ( l)

| Bl |
-

p ( k )

| B k|
.

在假设条件下,显然 !Cj �
> !Cj �#

, 与 �是最

优调度矛盾.

引理 2 � 若 Bl , Bk 为给定的一个分批 B1, �, BS 中

的两个批,在这种分批下的最优调度中, 当 p ( l ) ∀
p ( k)

C

时, Bl 一定在B k 前加工.

证明 � 因 C %1, 则
p

( l)

| Bl |
∀ p ( l) .由 p ( l) ∀

p ( k)

C
得:

p
( k)

| Bk |
= p ( k) 1+

| B k| - 1

C
/ | Bk | %p ( l) .故

p
( k)

| Bk |
% p

( l)

| Bl |
.

由引理 1,结论成立.

由上述引理可知,只有
p ( k)

C
< p ( l) ∀ p ( k)且

p ( l)

| Bl |
>

p ( k)

| Bk |
时, B l 才能在 Bk 后加工. 但下面引理表明了在问

题 1| c�batch, C | ! Cj 最优调度中,不会出现这种情况.

引理 3 � Bl , Bk 为给定的一个分批 B1, �, BS 中的

两个批,若
p ( k)

C
< p ( l) ∀ p ( k)且

p ( l )

| Bl |
>

p ( k )

| Bk |
, 在这种分批

下的最优调度 �中,只将批 B k 与B l 中所有工件合在一

起作为一批加工的新调度的目标函数值比 �目标函数

值更小.

证明 � 将新调度记为 �#,批 Bk 与 Bl 中所有工件合

在一起的新批记为 Bk# .因为 p ( k )> p ( l ) ,故 Bk#的基本加

工时间为 p ( k) ,批的加工时间为p ( k ) 1+
| Bk | + | Bl| - 1

C
.

不妨设 Bk#中所有工件的加工顺序与 �中对应工件的

顺序相同.把 Bl 及 Bl 之前各批的所有工件的集合记为

� .

设 Bk 开始加工时间为 t ,则 Bk#的开始加工时间也

为 t ,故
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max
T

j
 �

Cj �= t+ p ( k) 1+
| B k| - 1

C
+ p ( l) 1+

| B l| - 1

C
,

max
Tj  �

Cj �#= t+ p ( k) 1+
| B k| + | Bl | - 1

C

所以

max
T

j
 �

Cj �- max
T

j
 �

Cj �#= p ( l) 1+
| Bl | - 1

C
- p ( k)

| Bl |

C

=
C- 1

C
p ( l) -

p ( k)- p( l)

C
| Bl | ( 4)

由
p ( k)

| B k|
<

p ( l)

| Bl |
整理得:

| Bl| (( C- 1) p ( k)+ | Bk| ( p( k)- p( l)) )< p( l) | Bk | ( C- 1)

( 5)

而 p ( k) ( C- 1) + | Bk | ( p ( k )- p ( l) ) > 0,则式( 5)变形为:

| B l| <
( C- 1) p ( l) | Bk |

( C- 1) p ( k )+ | Bk | ( p ( k) - p ( l) )
( 6)

将式(6)代入式( 4)整理得:

max
T
j

 �
Cj �- max

T
j
 �

Cj �#>
( C- 1) 2p ( l) p ( k)

C( ( C- 1) p ( k)+ | Bk| ( p ( k)- p ( l) ) )

> 0 ( 7)

即 � � max
Tj  �

Cj �> max
Tj  �

Cj �# ( 8)

式( 8)说明对于任意工件 Tj  N- � ,在 �#中的开始加
工时间都要比�中的提前,则其完工时间也将提前.故

! Cj �
- ! Cj �#

> !
Tj  �

Cj �
- !

Tj  �

Cj �#

再设 Tj 是 Bl 中第 i 个工件 ( 1 ∀ i ∀ | Bl | ) , 由式

(2) ,其在 �与�#中完工时间的差为:

� � ( Cj ) �- ( Cj ) �#=
C- 1

C
p ( l)-

p ( k )- p ( l)

C
i

%C- 1
C

p ( l)-
p ( k )- p ( l)

C
| Bl | ( 9)

由式(4)、( 7)和( 9)可知,对任意 T j  B l, ( Cj ) �> ( Cj ) �#.

这说明: �中 Bl 里每个工件的完工时间都要比 �#中对

应的大,则 B l 中各工件的完工时间也提前了;而 B k 中

各工件在 �与 �#中的开始加工时间和加工时间、加工

顺序都不变,故 �- Bl 中各工件的完工时间不变,所以

!
T

j
 �

Cj �
> !

T
j
 �

Cj �#
.

综上 ! Cj �
- ! Cj �#

> 0.

由上述引理可得如下结论.

定理 1 � 问题1 | c�batch, C | ! Cj的最优调度中,

各批间的加工顺序一定按基本加工时间非减的顺序排

列.

3 � 分批的性质

� � 对于批 B k 及工件Tj , 若 p j< p ( k ) / C,由文献[ 1]的

推论 5可知,在最优调度中, T j 一定不在B k 中加工.同

样,对于批 Bk 及B l,若 p ( l) < p ( k) / C,则 Bl 与Bk 分开加

工优于将它们的工件合在一起作为一批加工.另外,分

批时还有下面的性质.

引理 4 � 在最优调度 �中, ( 1)加工时间相同的工

件一定在同一批中加工; ( 2)在同一批中的工件一定是

加工时间相邻的.即 p l1
∀ p l2

∀ � ∀ p l
h- 1

∀ p l
h
, h ∀ n,若

Tl
1
, Tl

h

 Bl ,则 Tl
2
, �, Tl

h- 1
一定属于 Bl .

证明 � 用反证法.先证明( 1) . 假设 �中批 Bl 排在

Bk 前, 工件 Ti  Bl , Tj  B k, 且 p i = p j . 由定理 1 可知

p ( l) < p ( l + 1) < �< p ( k - 1) < p ( k ) . 只将 T j 移入 Bk - 1中,

得新调度.显然新调度的目标值比原来的小.重复上述

过程,直到将 Tj 移入Bl 中.第一个结论成立.

下面证明 ( 2) . 设 Tl2
, �, Tl

h- 1
 Bk ,且 l & k .显然

p ( k) & p ( l) .则若 p( k) > p ( l) ,对 �做调动如下: 只将 Tl2
,

�, Tl
h- 1
从 Bk 调入B l 中.因 p ( l) %p l

h
%p l

h- 1
%�%p l

2
,故

Tl 2
, �, Tl

h- 1
调入 Bl 后的基本加工时间不会变;而 p( k)

> p ( l) ,所以 T l2
, �, Tl

h- 1
调出 B k 后的基本加工时间也

不会变.与( 1)的证明类似, ! Cj �
> ! Cj �#

.

同理:若 p ( k) < p ( l ) ,也可得到与�是最优调度矛盾

的结果.

这样,我们可以得到下面结论.

定理 2 � 问题 1| c�batch, C | ! Cj 的最优调度一定

是严格批 SPT 序的.

4 � 动态规划算法

� � 由定理 1 和定理 2 可知, 把所有工件按 SPT 排序

后,按这个顺序进行分批及安排各批之间的顺序一定

可以得到问题 1| c�batch, C | ! Cj 的最优调度.

设 f ( i )表示 0 时刻开始加工工件 Ti , T i+ 1, �, Tn

的最优调度的总完工时间,  i 表示此最优调度中批的

集合.令 f ( n+ 1) = 0,显然 f ( n) = pn ,  n = { ( Tn ) }. 设

Fi( k)表示将 Tk , Tk + 1, �, Ti- 1( k+ 1 ∀ i ∀ n+ 1)作为

一批、Ti , Ti+ 1, �, Tn 按  i 分批,且这些批间按基本加

工时间非减的顺序排列所得的调度的总完工时间. 由

式( 3)得:

Fi ( k ) = f ( i )+ ( ( n- k+ 1) Pi- 1

+
( i- k- 1) ( 2n- i- k+ 2)

2C
) p i- 1

则 f ( k) = min
k+ 1∀ i ∀ n+ 1

{ F i( k) } .

从而得到下面的动态规划算法:

动态规划算法(DP) :

步骤 1 � 把工件按 SPT 序编号,使 p 1 ∀ �∀ p n .

步骤 2 � � 令 f ( n+ 1) = 0.

步骤 3 � 按递归方程: f ( k) = min
k+ 1 ∀ i ∀ n+ 1

{ Fi ( k) }计算

f ( k ) , k= n, n- 1, �, 1.其中
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Fi ( k) = f ( i ) + ( ( n- k+ 1) p i- 1

+
( i- k- 1) ( 2n- i- k+ 2)

2C
) p i- 1

求出 f ( 1)后, 利用反向追踪就可得到最优分批,

f ( 1)是最优值.算法的复杂性是 O( n2) .

例 � 考虑问题 1| c�batch, C | ! Cj ,其中 n= 8; p =

(1, 1, 3, 4, 5, 8, 8, 10) ; C= 2.

根据上述动态规划算法计算得: 此问题的最优值

是 106,最优分批是: ( T 1 , T2) , ( T3 , T4 , T5) , ( T6 , T7) ,

( T8) .加工顺序如图 1所示:

5 � 结论

� � 由于具有较强的实际应用背景, 批处理机调度问

题近年来越来越受到关注. 本文研究的连续型批调度

问题是由文献 [ 1] 提出的, 同批中工件的加工时间相

同,且有各自的开始加工时间和完工时间,批的加工时

间与批的大小、工件的加工时间及机器的容量都有关.

除目标函数是极小化总完工时间问题外, 对这一模型

其他目标函数及工件具有到达时间或工期限制等问题

的研究同样具有重要意义.
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